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Abstract The customer service metric known as fill rate, indicates the fraction of
demand which is fulfilled directly from shelf. Expressions available on the litera-
ture to estimate it apply only under continuous demand pattern and generally as-
sume normally distributed demands. However, the discrete nature of demand is
the most often in practical environments. The objective of this paper consists of
reformulating the fill rate expressions suggested by (Silver 1970), (Johnson et al.
1995), (Teunter 2009) and (Silver and Bischak 2011) based on same hipotheses
and approach suggested by each of them. These new expressions are able to com-
pute the fill rate when demand follows any discrete distribution function.

Resumen E] fill rate es una métrica de servicio al cliente que representa la tasa de
unidades servidas en un ciclo de aprovisionamiento. Generalmente esta métrica se
define como el porcentaje de demanda que se sirve directamente con el stock fisi-
co disponible. Las expresiones que aparecen en la literatura para estimar el fill rate
se centran en estimar la demanda servida en el ciclo en un entorno de demanda
continua, y generalmente asimilable a la distribucién normal. Sin embargo en la
prictica la demanda raramente es continua, siendo la demanda discreta la més di-
ficil de modelar. El objetivo de este articulo es proponer, basdndose en las hipéte-
sis y enfoque de cdlculo para estimar el fill rate propuesto por (Silver 1970),
(Johnson et al. 1995), (Teunter 2009) y (Silver and Bischak 2011), cuatro expre-
siones para estimar el fill rate cuando la demanda sigue cualquier funcién de dis-
tribucién discreta.
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1.1 Introduccion y Revision de la Literatura

Una de las métricas de servicio al cliente mas empleadas en gestién de inventarios
es la tasa de unidades servidas, mds cominmente conocida como fill rate (). Esta
métrica se define como la fraccién de demanda que puede atenderse directamente
con el stock fisico disponible, sin incurrir en pérdida de ventas ni retrasos en los
pedidos (Silver et al. 1998) y suele expresarse como:

_ E(demanda servida)

p E(demanda total)

(1.1)

Sin embargo, muchos autores lo calculan en términos de demanda no servida,
es decir, como el complementario del ratio entre la demanda esperada no servida,
o lo que es lo mismo, la demanda diferida, y la demanda total:

E(demanda no servida )

(1.2)
E(demanda total)

B=1

Los trabajos que se encuentran en la literatura sobre la estimacion del fill rate
en un sistema de revision periddica (R, S) se centran en calcular el valor esperado
de la demanda servida, i.e. el numerador de la expresién (1.1), o bien el valor es-
perado de la demanda no servida, i.e. el numerador de la expresion (1.2) dado que
el valor esperado de la demanda total puede obtenerse de manera analitica senci-
1la. En la mayoria de los libros de gestion de inventarios [ver por ejemplo (Hadley
and Whitin 1963); (Vollmann et al. 1997) o (Chase et al. 1992); entre otros] la tasa
de unidades servidas se estima con lo que estos autores denominan “aproximacién
tradicional”. Esta aproximacién calcula la tasa de unidades servidas en términos
de demanda no servida, y se expresa como en (1.2). Uno de los primeros trabajos
que presenta dicha expresion es el de (Hadley and Whitin 1963), pero no como
método de cdlculo de la tasa de unidades servidas, sino como una aproximacion
simple para el cdlculo de la demanda media diferida por ciclo. Posteriormente, es-
ta formula es tomada por diversos autores para calcular el fill rate, ya que si se
acepta diferir demanda, el valor esperado de la demanda no servida en un ciclo es
equivalente al valor esperado de la demanda diferida en el mismo. En su libro,
(Hadley and Whitin 1963) derivan esta aproximacioén para cualquier funcién de
distribucién continua. No obstante, son (Silver et al. 1998) quienes detallan su
célculo en el caso de que la demanda siga una funcién de distribucién normal.
(Silver 1970) propone un método de estimacion del fill rate siguiendo la expresion
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(1.1) en un sistema de revisién continua y demanda normal que es adaptado por
(Johnson et al. 1995) a un sistema de revisiéon periddica (R, S). En ese mismo tra-
bajo, (Johnson et al. 1995) proponen un método original de cdlculo del fill rate.
Ambas expresiones asumen que la demanda es distribuida siguiendo una distribu-
cion normal. Afios més tarde, (Teunter 2009) propone un método de célculo de la
tasa de unidades servidas segtin la expresion (1.1) que aplica para cualquier distri-
bucién de demanda continua. Recientemente, (Silver and Bischak 2011) sugieren
un métodos de célculo alternativo al de (Hadley and Whitin 1963) cuando la de-
manda es, de nuevo, normalmente distribuida.

Por tanto, los métodos de estimacion del fill rate clasicos se han desarrollado
para demandas continuas y generalmente asumen normalidad de la misma. Sin
embargo, la demanda rara vez cumple esta hipédtesis, siendo la demanda discreta la
mds comun en la prictica. Un ejemplo es la demanda de repuestos de manteni-
miento. En (Guijarro et al. 2012) se lleva a cabo una discretizacién de los métodos
de (Hadley and Whitin 1963) y (Silver et al. 1998) partiendo de las hipétesis de
aplicacién y del enfoque de cdlculo de los mismos para su aplicacion en entornos
discretos. Siguiendo el mismo enfoque, en la seccién 1.3. de este articulo se pre-
sentan las expresiones para entornos de demanda discreta de los métodos de (Sil-
ver 1970), (Johnson et al. 1995), (Teunter 2009) y (Silver and Bischak 2011). En
la seccidn 1.4 se enfatizan las principales conclusiones de este trabajo, su aplicabi-
lidad préctica y las futuras lineas de investigacion que se derivan del mismo.

1.2 Revision de Hipdtesis y Descripcion de la Politica (R, S)

En la politica cldsica de revision periddica (R, S) el inventario se revisa cada R
unidades de tiempo y, en funcién de su nivel, se lanza una orden de aprovisiona-
miento de magnitud suficiente para que la posicién de inventario alcance el nivel
del stock de referencia S. La orden se recibe L periodos después de ser lanzada. La
Fig. 1.1 muestra un ejemplo de la evolucidén del stock en un sistema (R, S). La no-
tacion que se va a utilizar en el resto del articulo se describe a continuacién:

S = stock de referencia (unidades)

R = periodo de revision correspondiente al tiempo transcurrido entre dos
revisiones consecutivas y ciclo de aprovisionamiento correspondien-
te al tiempo transcurrido entre dos aprovisionamientos consecutivos
(unidades de tiempo)

L = plazo de aprovisionamiento (unidades de tiempo)
D, = demanda total acumulada en ¢ periodos (unidades)
f() = funcién de probabilidad de D,

F() = funcién de probabilidad acumulada de D,
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Fig. 1.1 Ejemplo de la evolucién del stock es un sistema de gestion de inventarios (R, S)

En su derivacion original los métodos de estimacion del fill rate de (Silver
1970), (Johnson et al. 1995), (Teunter 2009) y (Silver and Bischak 2011) asumen
las siguientes hipétesis: (i) la demanda en distintos periodos es estacionaria, inde-
pendiente e idénticamente distribuida; (ii) la demanda que no se satisface en un ci-
clo se difiere al ciclo siguiente; (iii) el periodo de revision estd predeterminado y
es constante; y (iv) el plazo de aprovisionamiento es constante y conocido. Las hi-
poétesis particulares para cada método y su enfoque de célculo se detallan en la si-
guiente seccion.

1.3 Reformulacion de los Métodos de Estimacion del Fill Rate en
un Contexto de Demanda Discreta

1.3.3 Silver (1970) modificado en un Contexto Discreto

Para obtener el valor esperado de la demanda servida por ciclo, (Silver 1970) cal-
cula la porcién de orden de aprovisionamiento que queda disponible para satisfa-
cer la demanda de un ciclo tras haber atendido la demanda no servida de ciclos an-
teriores. Si la demanda es discreta, la demanda servida del ciclo puede expresarse
como
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S
E (demanda Servida)sﬂverﬁ = E Dy-P(Dy,, =i)+
S+Dy i=-°°m (1'3)
(S+DR_i).P(DR+L=i)+ O'P(DR+L=i)

i=s+1 i=5+Dp

y utilizando las funciones de probabilidad de D,, el fill rate siguiendo el enfo-
que de (Silver 1970) se calcula como

S+Dp %

i_E:oDR et (i)+ 2 (S+DR —i)‘f}e+L (,-)i:zo O-P(DM =i)
2k'fk(k)

(14)

ﬁSi/ver707D =

1.3.4 Johnson et al. (1995) en un Contexto Discreto

(Johnson et al. 1995) propone un método de célculo de la tasa de unidades servi-
das para un horizonte temporal de un periodo, mds concretamente del periodo mds
desfavorable, es decir, justo antes de recibir la orden de aprovisionamiento. Ade-
mds de las hipétesis (i) a (iv) expuestas en la seccion 1.2, introducen la siguiente:
(v) la probabilidad de demanda nula en el ciclo es despreciable. Segtn este razo-
namiento, el valor esperado de las unidades no servidas es

E (demanda no servida) ohmson =
'onnson ( 1 .5)

= P(DR+L—1 = S)'E[D1]+P(DR+L-1 < S)'E[Dl _(S_DRarL-l)]+

En esta expresion, el primer término representa el valor esperado de la deman-
da no servida cuando la demanda en R+L-1 es menor que la posicién de inventario
al inicio de ciclo, S, i.e. Dg,; ;<S; y el segundo representa el caso contrario, el va-
lor esperado de la demanda no servida cuando Dy, ;= S. Si la demanda sigue una
funcién de distribucién discreta, el valor esperado de las unidades no servidas
puede expresarse como

E(demanda no servida), =

5w (1.6)
3 3 (D+i=8)P(Dy = /)P (D =)+ 4P (Dyy > S)

i

donde p representa el valor de la demanda media. Utilizando las funciones de
probabilidad de D,, la expresion (1.6) puede reescribirse como
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E (demanda no servida) Johnson_D

s (1.7)

E -;,(D # Dy =S) () S (D)4 1o (1= Fry ()

y por tanto, el fill rate siguiendo el enfoque de (Johnson et al. 1995) en un con-
texto de demanda discreta es

S 0

,-E_m ZH(D + Dy - )'fl(j)'me_l (i)+,Ll'(1—FR+L_1(S))

/))‘lohn.wnil) = = © (18)

;k'fze (k)

1.3.5 Teunter (2009) en un Contexto Discreto

Teunter propone un método para estimar el fill rate segin la expresion (1.1). Para
obtener el valor esperado de la demanda servida en el ciclo, calcula la disminucién
que se produce en el stock fisico disponible entre el instante inmediatamente pos-
terior a la recepcidn de la orden de aprovisionamiento y el instante inmediatamen-
te anterior al lanzamiento de la siguiente orden de aprovisionamiento, es decir

_E[S_DL] [S DR+L] (1.9)

Teunter

E ( demanda servida)

En un contexto de demanda discreta, el valor de la demanda servida es

S S

E(demandaservida reunter D E =j)—E(S—i)P(DR+L =i) (1.10)

Jj=0 i=0

y por tanto, utilizando las funciones de probabilidad de D,, la expresion para
calcular el fill rate segtin el enfoque de (Teunter 2009) en un entorno discreto es

S S

ES JfL 2 fR+L

I (1.11)

kaR (k)

ﬁ Teunter _D
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1.3.6 Silver y Bischak (2011) en un Contexto Discreto

(Silver and Bischak 2011) proponen una expresion para el calculo del fill rate ba-
sada en la expresion (1.2), es decir, calculando la demanda no servida del ciclo.
Ademads de las hipétesis (i) a (iv) expuestas en la seccion 1.2, introducen la si-
guiente: (v) la demanda diferida es tan pequefia que cuando se recibe la siguiente
orden de aprovisionamiento, ésta siempre es suficiente para satisfacerla. De este
modo, sugieren calcular el valor esperado de la demanda no servida en funcién de
un determinado valor del tamafio de la orden de aprovisionamiento, Q,, como

0 D, =<S5-0
E(demanda no servida)&_lw&mmk =)D, - (S —Q) §S-0=D, =S (1.12)
0 S=D,

Por tanto, para un entorno de demanda discreta, dicho enfoque puede concre-
tarse como

E (demanda no servida ) iverdBischak D =

ARG RAUDYERAD

i=

(1.13)

de modo que el fill rate puede obtenerse mediante la expresion

0

i=zg, [i-(S-)] 1 (")—i[i—s]-fL (i)

- (1.14)

Ekofk (k)

/J)Silver&Bischak _D

1.4 Conclusiones y Trabajo Futuro

Los métodos de estimacion del fill rate que estdn disponibles en la literatura cuan-
do el inventario se gestiona con una politica de revision periddica (R, S) asumen
en su mayoria que la demanda es continua (y generalmente, distribuida normal-
mente). No obstante, en la realidad la demanda suele ser discreta (i.e. items con
patrones de demanda erratica o de lento movimiento como los repuestos). Por ello,
la utilizacién de estas expresiones en un contexto de demanda discreta puede lle-
var a cometer desviaciones o sesgos significativos, o incluso a obtener valores ne-
gativos de la tasa de unidades servidas, tal y como se demuestra en (Guijarro et al.
2012).
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Este trabajo, siguiendo las hipétesis y el enfoque de derivacion del fill rate de
los métodos de (Silver 1970), (Johnson et al. 1995), (Teunter 2009) y (Silver and
Bischak 2011), plantea cuatro nuevas expresiones para estimar el fill rate que pu-
eden utilizarse en entornos de demanda discreta y para cualquier distribucién de
probabilidad discreta a la que se asimile la demanda.

Futuras lineas de investigacion naturales que se derivan de este trabajo consis-
ten en analizar el comportamiento de cada una de las expresiones propuestas bajo
diferentes contextos de demanda discreta, como intermitente, errdtica y de lento
movimiento con el fin de determinar qué expresion es mds precisa para cada pa-
trén de demanda discreta.
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