
 
ลมิติและความตอ่เนือ่งของฟงัก์ชนั 

(Limits & Continuity of a Function) 

ลมิติของฟงักช์นั (Limit of a Function) 

   
   

 ( )    ก็ต่อเมื่อ    
    

 ( )      
    

 ( ) 

ส าหรับฟังก์ชัน f ใดๆ ทีม่ีโดเมน และ เรนจ์ เป็นสบัเซตของจ านวนจริง 
1) x เข้าใกล้ a โดยที่ x<a เรียกว่า x เข้าใกล้ a ทางซ้าย 
     เขียนแทนด้วยสญัลักษณ์  x a- 
2) x เข้าใกล้ a โดยที่ x >a เรียกว่า x เข้าใกล้ a ทางขวา 
     เขียนแทนด้วยสญัลักษณ์  x a+ 

 ถ้าค่าของ f(x) เข้าใกล้จ านวนจริง L1  
เมื่อ x เข้าใกล้ a ทางด้านซ้าย (x<a) เรียกว่า ลมิิตซ้ายของ f(x)   
เขียนแทนด้วย       -  ( )    

 ถ้าค่าของ f(x) เข้าใกล้จ านวนจริง L2  
เมื่อ x เข้าใกล้ a ทางด้านขวา (x >a) เรียกว่า ลิมิตขวาของ f(x)   
เขียนแทนด้วย         ( )    

 ถ้า L1=L2=L จะได้วา่ฟังก์ชัน f มีลิมิตเทา่กับ L เมื่อ x เข้าใกล้ a  
เขียนแทนด้วย        ( )    

 ถ้า       จะได้ว่าฟังก์ชัน f ไม่มีลิมิต เมื่อ x เข้าใกล้ a  
นั่นคือหาคา่ไมไ่ด้        ( ) 
 
 



 
Ex.1 ก าหนด y = f(x) = x+4 จงหา        ( ) 

 

 

 

 

Ex.2 ก าหนด f(x) = { 
       เมื่อ    
      เมื่อ    

 จงหา        ( ) 

 

 

 

 

Ex.3 ก าหนด f(x) = 
| |

 
 จงหา        ( ) 

  



 

Ex.4       
|  - |-|    |

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
ทฤษฎเีกีย่วกบัลมิติ 
 เมื่อ a, L และ M เป็นจ านวนจริงใดๆ ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันที่มี โดเมนและเรนจ์ 
เป็นสับเซตของเซตของจ านวนจริง โดยที่        ( )    และ        ( )   

1.           เมื่อ c เป็นค่าคงตัวใดๆ 

 

2.           

 

3.         ( )           ( )     

 

4.       ( ( )  ( ))         ( )        ( )       

 

5.       ( ( )  ( ))         ( )         ( )       

 

6.       (
 ( )

 ( )
)   

       ( )

       ( ) 
 

  
  
 ,      

 

7.             เมื่อ n    

  



 
เทคนคิการหาคา่ลมิติของฟงักช์นั 

 แทน x ด้วย a แล้ว  ถ้าได ้  
เลข

เลข
          

                       ถ้าได ้  
 

เลข
    

                       ถ้าได้   
เลข

 
 

                       ถ้าได ้  
 

 
                       

     กรณผีลของลมิติออกมาในรปู 
 

 
    

             ( )  อาจหาค่าไม่ได้ จึงต้องพยายามเปลี่ยนรูปใหส้ามารถตัดทอนกัน และหา
ค่าลิมิตได้โดยตรง  

วธิกีารเปลีย่นรปูของ f(x) มหีลายวธิ ีดงันี ้

1. แยกตัวประกอบ 
2. ใช้คอนจูเกต (conjugate) คูณทั้งเศษและส่วน (พวก ติดรูท) 
3. กฎของโลปิตาล (  ’Hop t   ‘Ru e) 

4.       
    

 
   

  



 

Ex ก าหนดให้ f(x) = 
  - 

 - 
 ;  

  



 

สตูรการแยกตวัประกอบ 

 ก าลังสองสมบูรณ ์

                  (น+ล)2=น2+2นล+ล2 

                  (น-ล)2=น2-2นล+ล2 

 ผลต่างก าลังสอง 

                  น2+ล2= (น+ล)(น-ล) 

 ก าลังสามสมบูรณ ์

                  (น+ล)3=น3+3น2ล+3น2ล+ล3 

                  (น-ล)3=น3-3น2ล+3น2ล-ล3 

 ผลต่างก าลังสาม 

                  น3+ล3= (น+ล)(น2-นล+ล2) 

                  น3-ล3= (น-ล)(น2+นล+ล2)        

 

 

  



 
ลมิติทีอ่นนัต์ (Limits at Infinity) 

 เมื่อเวลาจะหาลิมิตของฟังก์ชันตรรกยะ ก็ให้เอา x ที่มีก าลังสงูสดุที่ปรากฏในฟังก์ชันนั้น
หารตลอดท้ังเศษและส่วน จะท าให้    (n เป็นจ านวนเต็มซึ่ง n  ) กลายเป็นจ านวนคงคา่ 

Ex. จงหาค่าของ        
   -  

     
 

 

 

 

 

 

 

Ex. จงหาค่าของ       
  -  

     
 

 

 

 

  



 

Ex.      - 
 -  

√     
 

 

 

 

 

 

 

Ex.      - 

√ -      

    
  



 
ความตอ่เนือ่งของฟงักช์นั (Continuity of Funtion) 

นยิาม : ให้ f เป็นฟังก์ชันซึ่งนิยามบนช่วงปิด [a,b] และ c   [a,b] จะกล่าววา่ f เป็น
ฟังก์ชันต่อเนื่องท่ี     

       x=c ก็ต่อเมื่อ 

1. f(c) หาค่าได ้
2.        ( ) หาค่าได ้ 

โดย       -  ( )          ( ) 

3.        ( )  ( ) 
ดังนั้น f(x) ต่อเนื่องท่ีจุด x=c 

**ถ้าเงื่อนไขขอ้ใดข้อหนึ่งขาดไปแสดงว่า f ไม่ต่อเนือ่ง x=c 

Ex.1 ก าหนด f(x) = x3+x2+4 จงแสดงว่า ฟังก์ชันนีต้่อเนื่องท่ีจุด x=1 

  



 
Ex.2 ก าหนด f(x) = |x+2| ฟังก์ชันนี้ต่อเนื่องท่ีจุด x=-2 หรือไม ่

 

 

 

 

 

 

Ex.3 f(x) = {
-           

 -√         
 ต่อเนื่องท่ีจุด x=0 หรือไม ่

  



 

Ex.4 f(x) = {

 

 
       - 

      -     
 

  
        

 ต่อเนื่องท่ีจุด x=1 หรือไม ่  



 
กราฟ f(x) มีความต่อเนือ่งท่ี x=a           กราฟ f(x) ไม่มีความตอ่เนื่องท่ี x=a 

           
  

 

 

 

 

 

 

 



 
อนพุนัธ ์(Derivative) 

ความชนัเสน้สมัผสัโคง้  

 
ความชนัของเสน้สมัผสัโคง้ 

     
 (    )  ( )
(    )  

   
 (    )  ( )

  
   

 (   )  ( )
 

 

หาความชันได้จากการ take lim ; 

        
   

 (   )  ( )
 

 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลง, ความชันของกราฟก็ได ้ก็คือ อนุพนัธ ์(Differential) นั่นเอง!! 

อัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่นของ y เทียบกับ x ในช่วง x ถึง x+h คือ 
 (   )- ( )

 
 

อัตราการเปลีย่นแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x มีค่าใดๆ =       
 (   )- ( )

 
 = 

  

  
 



 
Ex1 จงหาความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ี y=x2 -2x +1 ที่จุด (-1,2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ex2 จงหาค่า 
  

  
 เมื่อ y = 5x+2 โดยใช้ four step rule 

 
  



 
นยิามของอนพุนัธฟ์งักช์นั 

ถ้า y=f(x) เป็นฟังก์ชันที่มี โดเมน และ เรนจ์ เป็นสับเซตของเซตจ านวนจริง และ

      
 (   )- ( )

 
 หาค่าได้ เรียกว่า ค่าลิมิตที่เรียกได้ว่า อนุพันธ์ของ f ที่ x เขียนแทนด้วย 

  

  
 หรือ  ’ หรือ  ’( ) หรือ 

   ( )

  
 จะได้ว่า       

 (   )- ( )

 
=
  

  
  ’ 

**หมายเหต ุ  
1. 

  

  
   

 

 
  

2. 
  

  
 คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x มีค่าใดๆ 

3. เมื่อ s แทนระยะทางท่ีวัตถุเคลื่อนที่ได้ในเวลา t หรือ s = f(t) ถ้า v คือ 

ความเร็วขณะเวลาใดๆ จะได้         
 (   )- ( )

 
 และ  ’   

  

 t
   

การหาอนพุนัธโ์ดยใชส้ตูร 

   ถ้า c, n เป็นค่าคงที่ใดๆ และ u=f(x), v=g(x), w=h(x)  เป็นฟังก์ชัน 

สูตรที่ 1    
 

  
( )                สูตรที่ 2    

 

  
( )   

สูตรที่ 3    
 

  
( u)  

 

  
u                สูตรที่ 4    

 

  
       -  

สูตรที่ 5    
 

  
(u+v-w) = 

 u

  
 

  

  
-
  

  
    

สูตรที่ 6    
 

  
(u )  

 u

  
 u

  

  
 

สูตรที่ 7    
 

  
(
u

 
)  

 
 u
  
-u

  
  

  
 

สูตรที่ 8    
 

  
  u  

 

u

 u

  
 

สูตรที่ 9    
 

  
eu eu

 

  
u 



 
อนุพนัธ์ของฟงัก์ชัน(โดยใช้สตูร) 

จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่ก าหนดต่อไปนี้ 
1.      

 

2.     -  

 

3.      
 

4.    -       
 

5.   √  
 

6.   
 

  
-

 

√ 
 

 

 

7.   (     )( - ) 

 

8.   
  

 - 
 

  



 
กฎลกูโซ ่

     (u)และ u  ( ) เป็นฟงัก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ที ่u และ   ตามล าดบัแล้ว 

 

 

Ex.1 ก าหนดให้ y=(1+2x)2  จงหา 
  

  
 

 

 

 

 

 

 

Ex.2 ก าหนดให้ y= (3x4-2x+1)50  

  
  

 
  
 u
 
 u
  

 



 

Ex.3 ก าหนดให้   √
    

(    ) 
 

 

 

 

 

Ex.4 ก าหนด   
 

√       จงหา
  

  
 

 

 

 

 

Ex.5 ก าหนด   
(    ) 

(   - )
   จงหา

  

  
 

  



 
อนพุนัธฟ์งักช์นัแฝง (Implicit Differentiation) 

Ex.1 จงหาค่าของ 
  

  
 จากสมการ y4+4y-3x3 = 5x2+x-1 

 

 

 

 

 

 

Ex.2 หาความชันเส้นสมัผัสเส้นโค้ง      -         หา 
  

  
 

  



 

Ex.3 จงหา 
  

  
 จากสมการ          -          

 

 

 

 

 

 

 

Ex.4   -           -   หา
  

  
 

 

  



 
อนพุนัธอ์นัดบัสงู (Higher Derivative) 

 หาอนุพนัธ์ได ้   
1. จะเรียกอนุพันธ์ของอนพุันธ์ของ f(x) หรืออนุพันธ์ ของ  ’( ) (     ซ้อน diff) 

ว่าอนพุันธอ์ันดบัที่ 2 ของ f(x) 

2. สามารถเขียนแทนด้วยสญัลักษณ์เป็น  ’( ) หรือ 
   

   
 

 อนุพันธอ์ันดบัที่       ’( )   
  

  
 

 อนุพันธอ์ันดบัที่ 2     ’’( )   
 

  
(
  

  
)  

   

   
 

 อนุพันธอ์ันดบัที่       ’’’( )    3(x) = 
 

  
(
   

   
)= 

   

   
 

 … 

Ex.1 ก าหนด  ( )    -    -
 

 
 หา  ’’’ 

  



 

Ex.2 ก าหนดให้      -   จงหา
   

   
 

 

 

 

 

 

 

Ex.3 y =   -      จงหา     

  



 
อนพุนัธข์องสมการองิตวัแปรเสรมิ (Derivation of Parametric Equation) 

    สมการอิงตัวแปรเสรมิ คือ สมการท่ี x และ y เขียนอยูใ่นรูปตัวแปรอืน่ๆ 
เช่น t,u,v,  หรือ x=f(t) หรือ y=g( ) 
   การหาอนุพันธข์องสมการอิงตัวแปร ท าได้ 2 วิธี คือ 

1. โดยการก าจดัตัวแปรเสริมออกไป เพือ่ให้สมการอยู่ในรปู y=f(x) แล้วจึงหาคา่ 
  

  
 

2. โดยใช้กฎลูกโซ่    
 ถ้า x=f(x) และ y=g(t) 

 จากกฎลูกโซ่ จะได้สูตร  ’ 
  

  
 
  

 t
 
 t

  
 

  
 t
  
 t

 เมื่อ 
  

 t
   

  และสูตรการหาอนพุันธ์ก าลังสอง คือ 
   

   
 

    
 t 
  
 t

 โดย  ’ 
  

  
  เมื่อ 

  

 t
   

Ex จงหา  ’ จาก x=t2 +1 , y=√t   เมื่อ t=3 

  



 

Ex.1 จงหา 
  

  
 
   

   
  จาก   -√t      ( t  )  เมื่อ t -  

  



 

Ex.2    t        √( -t)
 
 จงหา

  

  
 
   

   
 

 

 

  



 
การประยกุตอ์นพุนัธ ์

สมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ และสมการเสน้ตัง้ฉาก (Tangent & Normal line Equation) 
ความชนัของเสน้โคง้ 
   ถา้ y=f(x) เป็นสมการของเส้นโค้ง ; 

1. จะมีความชันของเส้นโค้ง (m) เท่ากับ 
  

  
   ’( ) 

2. เส้นสัมผัสเส้นโค้งผ่านจุด (x0,y0) ใดๆ จะมีความชัน (m) คือ    ’( 0) 
3. สมการเส้นตรงท่ีสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด (x0,y0)  

จะมีสมการเส้นสัมผัสเส้นโค้งเป็น y-y0=mL(x-x0) 
   สมการเส้นปกติจะได ้     y-y0=mN(x-x0) 

4. สมการเส้นตรงมีความชันเป็น mN ตัง้ฉากกบัเสน้สมัผสั(เสน้ปกต)ิ กับ เส้น
สัมผัสท่ี (x0,y0) มีความชันเป็น mN จะได้วา่ mN x mL = -1 

5. สมการเส้นตรงมีความชันเป็น m1 ขนานกบั เส้นสัมผัสท่ี (x0,y0) มีความชันเป็น 
m2 จะได้ว่า m1=m2 

6. เส้นตรงท่ีผ่านจุด 2 จุด คอื (x,y) และ (x0,y0) จะได้วา่ความชัน m= 
 -  
 -  

 

มมุทีเ่สน้โคง้ตดักนั (Angle of Intersection of Curves) 

  



 
ก าหนดให้    C1 และ C2 เป็นเส้นโค้งสองเสน้ตัดกันท่ีจุด P(x1,y1) 
           L1 และ L2 เป็นเส้นสัมผัสเส้นโค้ง C1 และ C2 ที่จุด P(x1,y1) ตามล าดับ 
           β และ α เป็นมุมท่ีเกิดจากการตัดกันระหว่างเส้นโค้งทั้งสอง โดยที่ β+α 
=180        
           m1 และ m2 เป็นความชันของเส้นสมัผัสเส้นโค้ง C1 และ C2 
              และ    เป็นมุมเอียงของ L1 และ L2 ที่ลากต่อไปตัดกบัแกน x            
ดังนั้น mL1 = tan     และ  mL2 = tan           
จากรูป    α =    -           
             α      
       tanα = tan(   -   )       

           = 
t    - t    
  t     t    

       

           = 
   -   
         

  

α       t  - (
   -   
         

)                  

หมายเหต ุ:  

1. ถ้า tan >0 จะได้   เป็นมุมแหลม 

ถ้า tan <0 จะได้   เป็นมุมป้าน 
ถ้า tan =0 เพราะ mL1=mL2 จะได้      แสดงว่าเส้นโค้งท้ังสองเส้นขนานหรือทับกันสนิท 
ถ้า tan หาคา่ไมไ่ด้ เพราะ mL1 x mL2 = -1 จะได้วา่  = 90  แสดงว่าเส้นโคง้ท้ังสองตั้ง
ฉากกัน 

2. ถ้าเส้นโค้งทั้งสองตัดกันมากกว่า 1 จุด จะต้องหามุมให้ครบทุกจุด 
3. ถ้าจุดตั้งท้ังสองจุดสมมาตรกัน แสดงว่ามุมท่ีตดักันเท่ากัน หาจุดเดียว 

 



 

Ex.1 จากเส้นโค้ง   
   - 

  
 จงหาความชันและสมการของเส้นสมัผัสและเส้นปกติที่จุด (   ) 

 

  



 

Ex.2 จงหาสมการเส้นปกติซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   
 

√      ที่จุด (  
 

 
) 

  



 
ความเรว็และความเรง่ 

ถ้า s = f(t) เป็นสมการการเคลื่อนที่  

1. ความเร็วเฉลี่ยในช่วงเวลา t1 ถึง t2   
 (t )- (t )

t -t 
 

2. ความเร็วขณะเวลา t            
  

 t
     (t) 

3. ความเร่งขณะเวลา t            
  

 t
      (t) 

Ex.1 ถ้าอนุภาค A เคลื่อนที่ได้ระยะทาง     t -  t    t   เมตร ในเวลา t วินาที และ
อนุภาค B เคลื่อนที่ได้ระยะทาง    -t   t -  t เมตร ในเวลา t วินาที จงหาความเร่งและ
ระยะทางของอนุภาค B ขณะที่อนุภาคทั้งสองมีความเร็วเท่ากัน 
  



 
Ex.2 ยิงธนขูึ้นไปในแนวดิ่งจากพืน้ราบตามสมการการเคลือ่นที่     t- t  โดยท่ี t แทนเวลา 
มีหน่วยเป็นวินาที จงหา 

1. ลูกธนูอยู่สูงจากพื้นราบ 48 เมตร เมื่อเวลาใด 
2. ลูกธนูขึ้นไปสูงสุดเทา่ไร 
3. ลูกธนูตกลงพื้นเมื่อเวลาเท่าไร 

 
  



 
อตัราสมัพทัธ ์

    อัตราสัมพัทธ์จะเทียบกับเวลา เป็นการบอกอัตราการเปลี่ยนแปลงของสองปริมาณ 
**  ถ้า 

  

 t
 เพิ่มขึ้น เครือ่งหมายเป็น + 

   ถ้า 
  

 t
 ลดลง เครื่องหมายเป็น - 

Ex.1 อัดแก๊สเขา้บอลลูนกลม ด้วยอัตราคงที่ 20 ลบ.ซม./วินาที แก๊สมีแรงดันสม่ าเสมอท าให้
บอลลูนขยายเป็นทรงกลม จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของรัศมีบอลลูน ขณะที่บอลลูนมีรัศมี 25 ซม. 
  



 
Ex.2 ถังเก็บน้ ารปูกรวย รัศมี 12 ซม. และสูง 30 ซม. มีจุดยอดอยู่ดา้นล่าง ถ้าน้ าไหลเขา้ดว้ย
อัตรา 20 ลบ.ซม/วินาที จงหาว่าความสูงของน้ าจะเพิม่ขึ้นด้วยอัตราเทา่ใด ขณะที่น้ าอยู่สูง 25 
ซม. 
  



 
Ex.3 บันไดยาว 30 ฟุต พาดกับก าแพง ถ้าบนัไดเคลื่อนทีอ่อกจากก าแพงด้วยอัตราเร็ว 3 
ฟุต/วินาที ปลายบันไดจะเลื่อนลงด้วยอัตราเร็วเท่าไร ขณะท่ีเชิงบันไดอยู่ห่างก าแพง 12 ฟุต  
 
 
  



 
คา่สงูสดุและคา่ต่ าสดุ 

คา่สงูสดุและคา่ต่ าสดุ 
   ให้ f(x) เป็นฟังก์ชันที่ต้องการหาค่าสงูสุดและคา่ต่ าสุด 

1. หา  ’( ) 
2. จับ  ’( )     แล้วแก้สมการหาคา่ x คา่ x ที่ได้เรียกว่า คา่วิกฤต สมมติว่า

ได้ x=c 
- ถ้า  ’( ) เปลี่ยนความชันจาก + ไปเป็น – ให้คา่สงูสุดสัมพัทธ ์
- ถ้า  ’( ) เปลี่ยนความชันจาก - ไปเป็น + ให้คา่ต่ าสดุสัมพัทธ ์

จดุเปลีย่นเวา้ 

1. หา f’’( ) 
2. จับ  ’( )     แล้วแก้สมการหาคา่ x คา่ x ที่ได้เรียกว่า คา่วิกฤต สมมติว่าได้ x=c 

- ถ้า f’’( ) เปลี่ยนจาก + ไปเป็น – แสดงว่ากราฟเปลี่ยนจากเวา้บนไปเป็น
เว้าล่าง 

- ถ้า  ’’(x) เปลี่ยนจาก - ไปเป็น + แสดงว่ากราฟเปลี่ยนจากเวา้ลา่งไปเป็น
เว้าบน 

Ex.1 ก าหนดให้ f(x) = 12x-3x2-2x3 จงหาค่าสูงสดุต่ าสดุสัมพัทธ์ จุดเปลี่ยนเว้า 
  



 
ปรพินัธ ์

  การอินทิเกรต จะตรงข้ามกับ การหาอนพุันธ์ 
การอนิทเิกรตแบบไมจ่ ากดัเขต 
      เมื่อ f เป็นฟังก์ชันที่มี โดเมน และ เรนจ์ เป็นสับเซตของจ านวนจริงและ F’( )   
f(x) ส าหรับทุก x ที่อยู่ในโดเมนของ f อินทิเกรตไม่จ ากัดเขตของฟังก์ชัน f เขียนแทนด้วย 

∫  ( )   โดยที่ ∫  ( )   F( )   เมื่อ c เป็นคา่คงที่ใดๆ 
 จากบทนิยามเรียกกระบวนการ ∫  ( )   ว่าการอินทิเกรต  
 เครื่องหมาย ∫ เรียกว่า เครื่องหมาย อินทิกรัล  
      เรียก f(x) ว่า ตัวถูกอินทิเกรต 
           dx เป็นสญัลักษณว์่า การอนิทิเกรตนี้เทียบกับตัวแปร x  
การอนิทเิกรตแบบจ ากดัเขต 
 ถ้าให้ F(x) เป็นอินทิเกรตของ f(x) อินทิกรัลจ ากัดเขตของฟังก์ชันต่อเนื่อง f บนช่วง x=a ถึง 
x=b 

                         ∫  ( )   F( )  
  

    

   เมื่อ F’( )   ( ) 
   เรียก a ว่า ขอบล่าง และ เรียก b ว่า ขอบบน 
หมายเหตุ : การอินทิเกรตจ ากัดของฟังก์ชัน ไม่จ าเป็นต้องบวกค่า c เข้าไป เนื่องจากเมื่อแทนคา่ 
x=a และ x=b ใน F(x) แล้ว F(b) – F(a) ค่า c จะลบกันหมดไป 
 
  



 
ทฤษฎบีท 

1. ∫        
2. ∫          

3. ∫      
    

   
   เมื่อ    -  

4. ∫   ( )    ∫  ( )   
5. ∫[ ( )  ( )]   ∫  ( )   ∫  ( )   

6. ∫[ ( )- ( )]   ∫  ( )  -∫  ( )   

สมบตัขิองอนิทกิรลัจ ากดัเขต 

1. ∫  ( )    
 
  

2. ∫  ( )   -
 
 ∫  ( )  

 
  

3. ∫  ( )   ∫  ( )   
 
 ∫  ( )  

 
 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
Ex.1 ∫    -       -     

 

 

 

 

 

 

Ex.2 ∫
  - √ 

√ 
   

 

  



 

Ex.3 ∫    -  
 
    

 

 

 

 

 

 

Ex.4 ∫ (     ) (     )  
 
-  

  



 
พืน้ทีป่ดิลอ้มดว้ยเสน้โคง้      

                                                                                                                                                        

                                          

                               A (Area)                                                                            

                                                                                            

                       a                        b         X 

    ถ้า f เป็นฟังก์ชันตอ่เนื่องบนช่วงปดิ [a,b] และ f(x)    แล้วพื้นที่ท่ีลอ้มรอบด้วยเส้นโค้ง 
y=f(x) แกน x เส้นตรง x=a และ x=b คือพื้นที่ A  

                    Area =∫  ( )  
 
          

วธิกีารหาค านวณ 
1. เขียนกราฟของสมการท่ีโจทย์ก าหนดมาให้ทุกครั้ง 
2. หาขอบเขตที่ก าหนดพื้นที่ (ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง กับ แกน x) 
3. น าสมการมาอินทิเกรตแล้วใส่ขอบเขต 

 ถ้าพื้นที่มีคา่เป็นบวก  ช่วงกราฟจะอยู่เหนือแกน x  
 ถ้าพื้นที่มีคา่เป็นลบ   ช่วงกราฟจะอยู่เหนือแกน x 

4. พื้นที่จะมีค่าเป็นบวกเสมอ เครื่องหมายของผลอินทิเกรตเป็นการบอกวา่กราฟอยูใ่นช่วงใด 
  



 
Ex.1 จงหาพื้นที่ปิดลอ้มเส้นโค้ง y=x2 จาก x=-3 ถึง x=0 

 

 

 

 

 

 

 

Ex.2 จงหาพื้นที่ปิดลอ้มดว้ยเส้นโค้ง y=x2-25 จาก x=-1 ถึง 3 

  



 
Ex.3 จงหาพื้นที่ปิดลอ้มดว้ยเส้นโค้ง y = f(x) = x2-4x จาก x=-1 ถึง x=5  



 
อนพุนัธแ์ละอนิทกิรลัฟงักช์นัตรโีกณมติิ 

ลมิติฟงักช์นัตรโีกณมติิ 
     ทฤษฎบีท ถ้า   เป็นค่าที่วดัเป็นหน่วยเรเดียน จะได้ว่า 

1.       
    

 
                   

 

    
   

2.       
t   

 
                  

 

t   
   

อนพุนัธข์องฟงักช์นัตรโีกณมติิ 
สตูร  
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( o u)     u 
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(   u)     u  otu 

 u
  
    

Ex.1 y = sin(8x+3) 

  



 
Ex.2 y = cos

 

 
 

 

 

 

Ex.3 y = sin(3x2+1) 

 

 

 

Ex.4 y = sec√ -  

 

 

 

Ex.5   √   t     

  



 
การอนิทเิกรตฟงัก์ชนัตรโีกณมติิ 

∫    u  u    o u            ∫  o u  u    u   

∫  e   u  u t  u            ∫     u  u    ot u   

∫  e u t  u  u  e u        ∫    u  ot u u     u   

Ex.1 ∫  o (  - )   

 

 

 

 

Ex.2 ∫  o    o (     )   

  



 
Ex.3 ∫ t          

 

 

 

 

 

 

Ex.4 ∫
  o        

     
   



 
 


