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Resumen

Hoy en día, el carácter aritmético de los valores de la función zeta de Riemann en argu-
mentos enteros y en particular en impares, continúa siendo un problema abierto dentro de
la comunidad matemática. Este artículo, se dedica a presentar los principales resultados al-
canzados por varios matemáticos desde el siglo XVII hasta la actualidad, correspondientes
al carácter aritmético que siguen los valores de la función zeta de Riemann en argumentos
enteros.
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Abstract

At present, arithmetical character of the values of the Riemann’s zeta function in integer
arguments and in particular in odd arguments, keep being an open problem into the mathe-
matical community. This paper, dedicates to show the principal results obtained for several
mathematicians from the century XVII until the present time.
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1. Introducción

El problema de calcular la suma de la serie

ζ (s) = ∑
n≥1

1
ns = 1 +

1
2s +

1
3s + · · · , (1)

para s ≥ 2 entero, había atraído la atención de varios matemáticos desde el siglo XVII, en
particular para s = 2. Por lo que a principios del siglo XVIII las series infinitas pasan a ser
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uno de los temas estrellas dentro del universo matemático de la época. El estudio de que si
convergían hacia un número o si se hacían cada vez más grandes sería uno de los retos de
cualquier matemático de aquel entonces. En el siglo XVIII se interesaron en este problema varios
matemáticos como Jacob Bernoulli, Daniel Bernoulli y Christian Goldbach, quienes obtuvieron
algunos resultados preliminares sobre la suma de esta serie en el caso s = 2, los cuales pronto
serían superados por Leonhard Euler que, en este marco conceptual, hizo su primer contacto
con dicha serie en el caso s = 2 y pronto mejoraría los cálculos de sus predecesores. El problema
de calcular la suma de la serie en el caso s = 2 no era fácil debido a su lenta convergencia, por
ejemplo, para calcular el número al que converge, con una precisión de seis decimales, hay que
sumar al menos un millón de términos de la serie. En efecto, como

1
k
− 1

k + 1
=

1
k (k + 1)

<
1
k2 <

1
k (k − 1)

=
1

k − 1
− 1

k
,

sumando desde k = n + 1, por la propiedad telescópica de los extremos de la desigualdad
anterior, se tiene que

1
n + 1

< ∑
k≥n+1

1
k2 <

1
n

,

de tal forma que aproximar la serie con n lugares decimales requiere calcular la suma de alme-
nos 10n términos.

Se conoce que, Leibniz a propuesta de su mentor Huygens, calculó la suma de los recíprocos
de los números triangulares. Descubrir que

∑
n≥1

1
n (n + 1)

= ∑
n≥1

(

1
n
− 1

n + 1

)

= 1,

satisfizo tanto al joven Leibniz que impulsó su afición por las matemáticas, que luego le llevaría
a co-descubrir el Análisis Matemático. Si la suma de los inversos de los números triangulares
constituyó un problema fácil para Leibniz, no ocurrió lo mismo con la suma de los inversos de
los números cuadrados ζ (2). El problema le fue planteado a Leibniz por Oldenburg, secretario
de la Royal Society en 1673, aunque ya había sido abordado veinte años antes por Pietro Mengoli
y por el mismo Walis (que dió el valor de 1, 645 como aproximación de la suma de la serie).
Leibniz comunicó a sus corresponsales Jacob y Johann Bernoulli el problema, y les dijo que en
apariencia debía tener una solución tan simple como la de los números triangulares inversos. Y
así lo pensaron Jacob y Johann Bernoulli, pero pronto se dieron cuenta de que algo no marchaba
bien. No fue difícil demostrar por comparación que su suma estaba acotada superiormente por
la suma de la serie de los inversos de los números triangulares

1
n2 <

2
n (n + 1)

, n > 1.

Pero el resultado preciso de la suma se les negaba, hasta tal punto que lanzaron públicamente
este grito de socorro, “Grande será nuestra gratitud si alguien encuentra y nos comunica lo que
hasta ahora ha escapado a nuestros esfuerzos”. Desde entonces al problema se le conoce como
Problema de Basilea y fue Johann Bernoulli, hermano menor de Jacob y en ese entonces mentor
de Euler, quien seguramente le sugirió a este último investigar la evaluación de esa suma.

En 1729 Euler recibió una carta de su amigo Christian Goldbach donde le señala un método
de aproximación que lo lleva a estimar el valor entre 1, 64 y 1, 66. Goldbach reta a Euler para que
lo mejore. En el momento de recibir este desafío, Euler, que contaba sólo con 22 años de edad,
se encontraba en la Academia de San Petersburgo enfrascado en varios problemas concretos de
mecánica. Sin embargo, no se olvidó del reto y dos años más tarde, hizo pública una asombro-
sa aproximación de seis cifras decimales exactas, 1, 643934, transformando habilidosamente la
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serie en otra de convergencia mucho más rápida

ζ (2) = ∑
n≥1

1
n22n−1 + ln2 2.

Varios años más tarde, un día que leía con interés una de las obras de Newton, la genialidad de
Euler se desbordó al encontrar la idea de que el desarrollo en serie de la función seno estaba re-
lacionado con la solución exacta del problema. Lo ingenioso sería utilizar el desarrollo del seno
no solo como sumas sino también como producto de infinitos factores. Newton, precisamente
en esta obra, utilizaba con mucha eficacia la relación entre los coeficientes de las potencias y las
raíces de los polinomios. Esto mismo intentó Euler con la serie de los inversos de los cuadrados.
Basándose en el desarrollo en series de potencias del seno

sen z = ∑
n≥0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
.

Euler introduce la función

P (z) =
sen z

z
= ∑

n≥0
(−1)n z2n

(2n + 1)!
.

Luego, utilizando el hecho de que los ceros de la función P (z) se producen para los valores en
que el numerador se anula (con excepción de z = 0, donde P (0) = 1, es decir, para todo z = πn,
donde n = ±1,±2,±3, . . . Entonces factoriza como si P (z) fuese un polinomio

P (z) = ∏
n≥1

(

1 − z2

π2n2

)

= 1 − 1
π2

(

∑
n≥1

1
n2

)

z2 + · · · = 1 − z2

3!
+ · · ·

De esta manera, comparando los términos de segundo grado, le lleva a Euler a obtener el ma-
ravilloso resultado ζ (2) = π2/6. Así le comunicaba Euler su extraordinario hallazgo a Daniel
Bernoulli, el hijo de Johann, en una carta fechada en 1735, dando solución así al llamado Proble-
ma de Basilea [26], que sin lugar a dudas le abrió las puertas para ingresar a la élite matemática
de su época. La deducción de Euler es una joya de las Matemáticas, la misma expresa muy
bien el estilo de esa época prodigiosa. Cuando Euler hizo este cálculo hacía veintinueve años
que Jacob había fallecido. Johann Bernoulli, reconciliado ya con la figura de su hermano mayor,
comentó a Euler: “De este modo el deseo más ferviente de mi hermano se ha cumplido . . . ¡Si
estuviera aquí!”.

Entre 1740 y 1744, utilizando las mismas herramientas Euler encontró la suma de las series
de los inversos de las potencias pares de los números naturales hasta el orden 26

ζ (26) =
1315862

11094481976030578125
π26.

Todos estos triunfos, estimularon formidablemente a Euler para continuar extendiendo estos
resultados. El espíritu inquieto y perspicaz de Euler no podía sentirse satisfecho con lo encon-
trado hasta el momento. Además, aún faltaban las sumas en el caso de n impar. De modo que
en 1750 publica otro artículo donde señala los valores aproximados de las series armónicas de
orden impar n = 2k + 1, para k = 1, . . . , 7. Y en su famoso Tratado de Cálculo Diferencial de
1755, al fin consigue exponer la elegante fórmula [14]

ζ (2k) = (−1)k−1 (2π)2k B2k

2 (2k)!
, k = 1, 2, . . . ,

donde los B2k son los llamados números de Bernoulli [1, 16]. En particular, B2k ∈ Q para todo
k ∈ N, lo que prueba que ζ (2k) es irracional para cada k ∈ N. De este modo, Euler dio un paso
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muy importante en las matemáticas, pues generalizó un problema que se había resistido mucho
tiempo, haciéndose muy famoso por el camino. Pero Euler no se quedó aquí, entusiasmado
expuso la siguiente conjetura sobre el caso impar

¿ ∑
n≥1

1
n2k+1 =

p
q

π2k+1?

donde p y q son números enteros. Los esfuerzos de Euler para probar la validez de esta conjetura
fueron vanos. No obstante, puede servirle de consuelo que aún hoy, a más 255 años después,
no se ha conseguido ni validar ni refutar su conjetura, la misma sigue siendo todo un misterio.

2. El resultado de Roger Apéry y sus consecuencias

Actualmente la serie (1) es conocida bajo el nombre de función zeta de Riemann [17, 18, 25,
46], quien la extendió al campo complejo, mostrando, y previendo, muchas de sus interesantes
propiedades. Desafortunadamente Euler no obtuvo nada acerca de los casos impares, todos sus
intentos por evaluar la función zeta de Riemann en argumentos impares ζ (2k + 1), k ∈ N,
fueron fallidos. Hasta la fecha, el carácter aritmético de estos números, exceptuando ζ (3); es
decir, si son racionales o irracionales, sigue siendo un problema abierto dentro de la comunidad
matemática.

Después de los estudios iniciados por Euler, nada se supo sobre la naturaleza aritmética de
ζ (2k + 1) para k ∈ N, hasta que Roger Apéry, en el año 1979, sorprendió a la comunidad ma-
temática con una demostración de la irracionalidad de ζ (3) [2]. De ahí el conocido teorema de
Apéry, ζ (3) /∈ Q. Él sólo brindó una breve descripción de su impresionante demostración, cu-
yos resultados se pueden encontrar de forma detallada en [2, 15, 47, 65]. Como reconocimiento
a este resultado, la constante ζ (3), se denomina actualmente, constante de Apéry.

El método de obtención de los aproximantes, aunque ingenioso, no hacía, sin embargo, uso
alguno de resultados que no hubieran sido conocidos por los matemáticos del siglo XVIII. ¡Una
demostración que se le había escapado al gran Euler! Una excelente exposición puede encon-
trarse en Vander Poorten [65], quien dio una conferencia sobre la demostración de Apéry en el
congreso internacional celebrado ese mismo año en Helsinki.

A partir de la demostración de la irracionalidad de ζ (3) dada por Apéry, se organizaron
múltiples seminarios en los que se pretendía entender dicha demostración, con la finalidad
de responder a las interrogantes acerca de las propiedades aritméticas de la función zeta de
Riemann en enteros impares, lo cual tuvo lugar en el Institute for Advanced Study, dirigido por
E. Bombieri. No obstante, hasta la fecha no se sabe siquiera si ζ (5) es irracional o no; algunos de
los pocos resultados relacionados con dicho número se pueden encontrar en [51, 53, 61, 67, 68,
70]. Sin embargo, el resultado de Apéry inspiró a varios autores [8, 10, 12, 36, 43, 44, 58, 59, 71] a
construir diferentes métodos para explicar la irracionalidad de ζ (3). Sorprendentemente, estos
métodos conducen a la misma sucesión de aproximantes racionales de la clase de Apéry. En [8]
se muestra que todos estos métodos coinciden, teniendo como origen común, un problema de
aproximación simultánea. A este hecho se le denomina “fenómeno de Apéry”.

Uno de ellos, se basa en una integral doble que involucra los polinomios de Legendre, la
cual fue considerada por Beukers [8, 10, 11, 37]

rn = qnζ (3)− pn = −
∫ 1

0

∫ 1

0

log xy
1 − xy

Ln (x) Ln (y) dx dy (2)

=
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(xyz (1 − x) (1 − y) (1 − z))n

(1 − (1 − xy) z)n+1 dx dy dz,
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donde

qn =
n

∑
k=0

(

n + k
k

)2(n
k

)2

, y pn =
n

∑
k=0

(

n + k
k

)2(n
k

)2

γn,k, (3)

γn,k =
n

∑
j=1

1
j3

+
k

∑
j=1

(−1)j−1

2j3

(

n + j
j

)−1(n
j

)−1

,

son los aproximantes racionales de Apéry, y

Ln (z) =
1
n!

dn

dzn zn (1 − z)n =
n

∑
k=0

l(n)k zk, l(n)k = (−1)k
(

n + k
k

)(

n
k

)

,

denotan los polinomios de Legendre, ortogonales con respecto a la medida de Lebesgue en

(0, 1). Por otra parte, Beukers demostró de una manera sencilla que rn = O
(

(√
2 − 1

)4n
)

, lo

cual le permitió dar una nueva demostración de la irracionalidad de ζ (3). Es de vital impor-
tancia destacar, que para ciertas modificaciones de la integral de Beukers (2), se ha mejorado la
medida de irracionalidad [30, 48] dada por Apéry [2, 65, 66].

De una manera similar a [23], Beukers [12] consideró un problema de aproximación racio-
nal en un intento por formular de un modo más natural la demostración de Apéry. Para ello
introdujo la función racional

Rn (z) =
(n − z + 1)2

n

(−z)2
n+1

, (4)

donde (t)n = t (t + 1) · · · (t + n − 1) denota el símbolo de Pochhammer [24], a partir del cual
mediante el cálculo de su desarrollo en fracciones simples, dedujo de forma directa los aproxi-
mantes racionales de Apéry (3).

Sorokin en [58, 63], obtuvo los aproximantes racionales de Apéry (3) del mismo modo que
Beukers, considerando el problema de aproximación racional

An (z) f1 (z) + Bn (z) f2 (z)− Cn (z) = O
(

z−n−1
)

,

An (z) f2 (z) + 2Bn (z) f3 (z)− Dn (z) = O
(

z−n−1
)

,

donde An (z) y Bn (z) son polinomios de grado exactamente n y

f1 (z) =
∫ 1

0

dx
z − x

, f2 (z) = −
∫ 1

0

log x
z − x

dx, f3 (z) =
1
2

∫ 1

0

log2 x
z − x

dx.

De este modo, demostró que la solución de este problema viene dada por las relaciones de
ortogonalidad

∫ 1

0
(An (x)− Bn (x) log x) xkdx = 0,

k = 0, . . . , n − 1,
∫ 1

0
((An (x)− Bn (x) log x) log x) xkdx = 0,

junto con la condición An (1) = 0. Luego, usando la convolución de Mellin [62, 63, 64] como un
ingrediente crucial, consiguió lo siguiente

rn =
∫ 1

0

(An (x)− Bn (x) log x) log x
1 − x

dx

= −
∫ 1

0

∫ 1

0

log xy
1 − xy

Ln (x) Ln (y) dx dy,
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lo cual implica la irracionalidad de ζ (3) de acuerdo con la estimación de Beukers dada en (2),
véase [10].

Otra de las principales aportaciones que han sido desarrolladas para explicar la irracionali-
dad de ζ (3), fue propuesta por Nesterenko, quien en 1996 inspirado en la obra de Gutnik [23]
consideró la siguiente modificación de la función racional (4) de Beukers

Rn (z) =
(1 − z)2

n

(z)2
n+1

, (5)

y de esta manera demostró que la sucesión residuo dada en (2) se podía escribir de la siguiente
forma

rn = − ∑
k≥1

∂

∂k

(

(1 − k)2
n

(k)2
n+1

)

=
1

2πi

∫

L

(1 − ν)2
n

(ν)2
n+1

( π

sin πν

)2
dν,

donde L es la línea vertical Re z = C, 0 < C < n + 1, orientada de arriba hacia abajo. De hecho,
él aplicó a esta integral, el conocido método de Laplace [34, 35], lo cual le permitió llegar al
mismo comportamiento de la sucesión residuo (2) encontrado por Beukers.

Más tarde, en el 2002, Zudillin basado en los resultados de Nesterenko, utilizó la función
racional (5) y haciendo uso del algoritmo de Zeilberger [3, 4, 5, 6, 41, 42], obtuvo la relación de
recurrencia de Apéry

(n + 1)3yn+1 − (2n + 1)(17n2 + 17n + 5)yn + n3yn−1 = 0, n ≥ 1, (6)

la cual satisfacen la sucesión de los numeradores pn y denominadores qn de los aproximantes
racionales (3) a ζ (3) con condiciones iniciales

p0 = 0, p1 = 6, q0 = 1, q1 = 5,

donde a partir de la misma se prueba evidentemente la irracionalidad de ζ (3). Además, a partir
de la relación de recurrencia anterior y de los aproximantes racionales (3) a ζ (3), Apéry [65]
dedujo el siguiente desarrollo en fracciones continuas

ζ (3) =
6 |
| 5

− 1 |
| 117

− 64 |
| 535

− · · · − n6 |
| (2n + 1) (17n2 + 17n + 5)

− · · ·

También, de forma similar, en 1996 Nesterenko [36] propuso el siguiente desarrollo en fracciones
continuas

2ζ (3) = 2 +
1 |
| 2

+
2 |
| 4

+
1 |
| 3

+
4 |
| 2

+
2 |
| 4

+
6 |
| 6

+
4 |
| 5

+ · · · ,

donde los numeradores an, n ≥ 1, y los denominadores bn, n ≥ 2, están definidos mediante

b4k+1 = 2k + 2, a4k+1 = k (k + 1) , b4k+2 = 2k + 4,

a4k+2 = (k + 1) (k + 2) , b4k+3 = 2k + 3,

a4k+3 = (k + 1)2 , b4k = 2k, a4k = (k + 1)2 .

Luego, en el año 2009, Nesterenko publicó una nueva demostración de la irracionalidad de ζ (3)
[38], demostrando para l3

nBn, l3
nDn ∈ Z, lo siguiente

(−1)n l3
n ∑

k≥1

∂

∂k
R (k) = (−1)n−1 l3

n (2Bnζ (3)−Dn) < (4/5)n ,

donde

R (k) = k−2
[(n−1)/2]

∏
j=1

k − j
k + j

[n/2]

∏
j=1

k − j
k + j

,

Bn =
[(n−1)/2]

∑
k=0

bk y Dn =
[n/2]

∑
k=1

(

2bkH(3)
k + akH(2)

k

)

,
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con

bk = (−1)n−1
(

[

n−1
2

]

+ k

k

)(
[ n

2

]

+ k
k

)(

[

n−1
2

]

k

)(
[ n

2

]

k

)

,

ak = bk

(

2
k
+

[(n−1)/2]

∑
j=0

(

1
k − j

− 1
k + j

)

+
[n/2]

∑
j=0

(

1
k − j

− 1
k + j

)

)

,

lo cual prueba evidentemente el teorema de Apéry. Aquí, ln denota el mínimo común múltiplo

de {1, 2, . . . , n} y H(r)
k el k-ésimo número armónico de orden r (H(1)

k = Hk y H0 = 0) [16].

Se conoce además, que de los pocos resultados desarrollados para ζ (4), se encuentran los
aportados por Zudilin en [74, 75], donde basado en la serie de tipo hipergeométrica

rn,z =
(−1)n+1

6 ∑
k≥1

∂

∂k

(

(1 − k)2
n (k + n + 1)2

n (2k + n)

(k)4
n+1

)

= qn,zζ (4)− pn,z (7)

= O
(

(

3 − 2
√

3
)3n
)

,

dedujo la relación de recurrencia [77]

(n + 1)5 yn+1 − 3 (2n + 1)
(

3n2 + 3n + 1
) (

15n2 + 15n + 4
)

yn

− 3n3
(

9n2 − 1
)

yn−1 = 0, n ≥ 1, (8)

donde los aproximantes racionales involucrados en (7), la satisfacen con condiciones iniciales

q0,z = 1, q1,z = 12, p0,z = 0, p1,z = 13,

y a partir de la misma obtuvo el desarrollo en fracciones continuas,

ζ (4) =
13 |

| P (0)
+

17 · 2 · 3 · 4 |
| P (1)

+
27 · 5 · 6 · 7 |
| P (2)

+ · · ·

+
n7 (3n − 1) (3n) (3n + 1) |
| P (n)

+ · · · ,

siendo P (n) = 3 (2n + 1)
(

3n2 + 3n + 1
) (

15n2 + 15n + 4
)

. Cabe destacar, que la relación de
recurrencia de segundo orden (8), no brinda aproximantes diofánticos que prueban la irracio-
nalidad de ζ (4), sin embargo, presentan un eficiente y rápido algoritmo para el cálculo de esta
constante. También, existen otros resultados, relacionados con el número ζ (4), los cuales han
sido desarrollados en su gran mayoría por Zudilin (véase [14, 27, 60, 72, 74, 75, 77]).

En vista a extender el resultado anterior para ζ (5), Zudilin en [70] auxiliándose de las series
hipergeométricas

Fn = n!4 (−1)n
∑
k≥1

(

k +
n
2

) (1 − k)n (k + n + 1)n

(k)6
n+1

,

F̃n = n!4 (−1)n+2
∑
k≥1

(

k +
n
2

) (−k)n+1 (k + n)n+1

(k)6
n+1

,

dedujo la siguiente relación de recurrencia de tercer orden

(n + 1)6 α0 (n) yn+1 + α1 (n) yn − 4 (2n − 1) α2 (n) yn−1

− 4 (n − 1)4 (2n − 1) (2n − 3) α0 (n + 1) yn−2 = 0, n ≥ 2, (9)
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donde

α0 (n) = 41218n3 − 48459n2 + 20010n− 2871,

α1 (n) = 2(48802112n9 + 89030880n8 + 36002654n7

−24317344n6 − 19538418n5 + 1311365n4

+3790503n3 + 460056n2 − 271701n− 60291),

α2 (n) = 3874492n8 − 2617900n7 − 3144314n6

+2947148n5 + 647130n4 − 1182926n3

+115771n2 + 170716n− 44541,

la cual satisfacen la sucesión de los numeradores pn,5 y denominadores qn,5 de los aproximantes
racionales a ζ (5) con condiciones iniciales

p0,5 = 0, p1,5 =
87
2

, p2,5 = −1190161
64

,

q0,5 = −1, q1,5 = 42, q2,5 = −17934.

Además, comprobó que la sucesión rn,5 = qn,5ζ (5)− pn,5 > 0 también satisface la relación de
recurrencia (9) y verificó que la misma y la sucesión de los denominadores qn,5, satisfacen los
siguientes límites

lı́m
n→∞

log |rn,5|
n

= log |µ2| = −1.08607936 . . . ,

lı́m
n→∞

log |qn,5|
n

= log |µ3| ,

donde

µ1 = −0.02001512 . . . , µ2 = 0.33753726 . . . , µ3 = −2368.31752213 . . . ,

son las raíces del polinomio característico µ3 + 2368µ2 − 752µ− 16 de la relación de recurrencia
(9). Con estos resultados, Zudilin presentó un eficiente y rápido algoritmo para el cálculo de
esta constante ζ (5), puesto que la sucesión de números racionales pn,5/qn,5 converge a ζ (5) con
una velocidad |µ2/µ3| < 1.42521964 ·10−4.

En el 2001, Ball y Rivoal [9, 49, 50, 54] probaron que la sucesión {ζ (2k + 1)}k≥1 contiene una
infinidad de irracionales. En otra dirección, para el 2002, el ruso Vladimir Zudilin, un investi-
gador de la Universidad Lomonosov de Moscú, probó que al menos uno de los números ζ (5),
ζ (7), ζ (9) y ζ (11) es irracional [68]. Lo cierto es, que son escasos los resultados que existen
acerca de las propiedades aritméticas de los números ζ (2k + 1), con k ∈ N, los cuales pueden
consultarse en [19, 20, 21, 22, 33, 45, 52, 55, 56, 57, 69, 73, 76]
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